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摘 要： ＣＯＭＩＤ（ＣｏｍｐｏｓｉｔｅＯｂｊｅｃｔｉｖｅＭＩｒｒｏｒＤｅｓｃｅｎｔ）是一种能够保证Ｌ１正则化结构的在线算法，其随机收敛速率
可由在线算法的ｒｅｇｒｅｔ界直接得到，但其最终解是 Ｔ次迭代平均的形式，稀疏性很差．瞬时解具有很好的稀疏性，因此
分析算法的瞬时收敛速率在随机学习中变得越来越重要．本文讨论正则化非光滑损失的随机优化问题，当正则化项为
Ｌ１和Ｌ１＋Ｌ２时，分别证明了ＣＯＭＩＤ的瞬时收敛速率．大规模数据库上的实验表明，在保证几乎相同正确率的同时，瞬
时解一致地提高了稀疏性，尤其是对稀疏性较差的数据库，稀疏度甚至能够提升４倍以上．
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１ 引言

目前，“正则化＋损失函数”的函数结构被普遍地作
为机器学习问题的优化目标［１］．正则化主要用于调节分
类器的泛化能力，防止过拟合，常见的正则化有 Ｌ１［２］、
Ｌ２［３］以及Ｌ１＋Ｌ２混合正则化［４］，其中 Ｌ１正则化具有一
般凸非光滑性质，Ｌ２正则化则是强凸光滑的．损失函数
用来控制模型的训练精度，常用的损失函数主要有

Ｈｉｎｇｅ［５］、Ｌ２［６］、Ｌｏｇｉｓｔｉｃ［７］、最小二乘［８］等，这几种损失中
除Ｈｉｎｇｅ外其余均具有光滑性质．在讨论机器学习优化
问题的目标函数时，无论是正则化还是损失只要有一个

满足强凸性质，则整个目标函数就是强凸的；类似地，如

果其中之一满足非光滑性质，则整个目标函数就是非光

滑的．光滑性和凸性对优化问题的求解起着举足轻重的
作用．

机器学习问题有了统一的研究框架后，多数问题可

归结为凸优化问题［１］，所以优化方法和优化理论的研究

成了机器学习的重要组成部分．常用的优化方法有在线
优化［９，１０］、随机优化［１１］和坐标优化［４～６］等，其中坐标优

化能够利用数据的稀疏特性，在处理高维稀疏数据（如

文本分类数据）时具有较大的优势［１２］．在线和随机优化
每次迭代仅处理一个样本，计算代价小，特别适合处理

机器学习所面临的大规模冗余数据，因此广受学者们青

睐．
同一种优化方法若使用的优化理论不同，其结果也

会相差甚远．截至目前，机器学习的研究者们已经将多
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种基于不同优化原理的算法引入进来，并取得了显著

的实用效果．例如，比较经典的有随机梯度下降［１３］

（ＳｔｏｃｈａｓｔｉｃＧｒａｄｉｅｎｔＤｅｓｃｅｎｔ，ＳＧＤ）、对偶平均［１４］（ＤｕａｌＡｖ
ｅｒａｇｉｎｇ，ＤＡ）、镜面下降［１５］（ＭｉｒｒｏｒＤｅｓｃｅｎｔ，ＭＤ）等方法．通
过比较，容易发现，这些方法有一个共同点，即都属于

黑箱方法．黑箱方法将正则化和损失函数作为一个整
体目标进行处理，没有利用机器学习问题的结构信息，

特别是处理 Ｌ１正则化问题时，无法获得稀疏解．２００９
年，Ｘｉａｏ［１６］指出黑箱方法在解决正则化学习问题时缺
少发掘问题结构的能力，为此，Ｘｉａｏ将 Ｎｅｓｔｅｒｏｖ的 ＤＡ推
广为具有较好稀疏性的ＲＤＡ（ＲｅｇｕｌａｒｉｚｅｄＤｕａｌＡｖｅｒａｇｉｎｇ）
算法；随后，Ｄｕｃｈｉ等人［１７］对 ＭＤ方法进行改进，提出
ＣＯＭＩＤ算法，使得学术界很多零散的研究成果得到统
一．对于Ｌ１正则化问题，ＣＯＭＩＤ和 ＲＤＡ在优化过程中
将正则化和损失函数分别看待，仅对损失函数进行近

似线性展开而保持正则化不变，因此能够得到稀疏解．
ＲＤＡ和 ＣＯＭＩＤ算法不再属于黑箱方法的范畴，更

符合机器学习结构优化的框架．虽然两种方法对于一
般凸和强凸目标函数均得到 Ｏ（１／√Ｔ）和 Ｏ（ｌｏｇＴ／Ｔ）
的收敛速率，但通过仔细分析不难发现，ＲＤＡ和 ＣＯＭＩＤ
都是先以在线算法的形式被提出，然后才扩展为随机

算法．在线算法的理论分析工具为 ｒｅｇｒｅｔ界，当讨论收
敛速率时，往往是指随机算法，ＲＤＡ和ＣＯＭＩＤ的收敛速
率均是由在线算法的 ｒｅｇｒｅｔ使用 ｏｎｌｉｎｅｔｏｂａｔｃｈ［１８］转换
得来，此时的收敛速率是指算法所有 Ｔ次迭代平均解
的收敛速率，其稀疏性不免差强人意．随机算法单次迭
代得到的瞬时解的稀疏性固然好，但目前关于这两种

算法的瞬时解的收敛速率缺乏较为完善的理论分析．
在对ＲＤＡ研究的基础上，Ｃｈｅｎ等人［１９］通过使用加

权后的平均梯度代替原来 ＲＤＡ的简单平均梯度提出
ＯＲＤＡ（ＯｐｔｉｍａｌＲＤＡ）算法，在处理非光滑强凸损失函数
时该算法不仅能够把ＲＤＡ原来 Ｏ（ｌｏｇＴ／Ｔ）的收敛速率
提升至最优的 Ｏ（１／Ｔ），而且能够得到瞬时输出的收敛
速率，但美中不足的是，ＯＲＤＡ算法改变了 ＲＤＡ的迭代
形式，已经不是标准的ＲＤＡ算法．

２０１３年，Ｓｈａｍｉｒ等人［２０］对ＳＧＤ方法研究时指出，标
准ＳＧＤ算法在求解非光滑一般凸和强凸目标函数时，
分别能够得到 Ｏ（ｌｏｇＴ／√Ｔ）和 Ｏ（ｌｏｇＴ／Ｔ）的瞬时收敛
速率，并给出了完善的理论证明，该项研究成果首次给

出了 ＳＧＤ的瞬时收敛速率，同时也在一定程度上解决
了文献［２１］所提出的ｏｐｅｎ问题，意义重大．由于 ＳＧＤ是
ＭＤ方法的一种特殊情况［１５］，并且 ＣＯＭＩＤ算法是由 ＭＤ
演化而来，受文献［２０］启发，我们很自然的想到，ＣＯＭＩＤ
方法在处理类似问题时能否得到相同的瞬时收敛速率

呢？

本文考虑 Ｌ１正则化非光滑损失的随机优化问题，

针对正则化为一般凸和强凸两种情况，在不改变 ＣＯ
ＭＩＤ算法的前提下对其瞬时收敛速率进行理论分析，指
出当正则化项仅为Ｌ１正则化时能够得到 Ｏ（ｌｏｇＴ／√Ｔ）
的瞬时收敛速率，为 Ｌ１＋Ｌ２混合正则化时能够得到
Ｏ（ｌｏｇＴ／Ｔ）的瞬时收敛速率．这两种收敛速率虽然在理
论上没有达到平均解的最优收敛速率，即 Ｏ（１／√Ｔ）和
Ｏ（１／Ｔ），但在大规模数据库上的实验表明，该收敛速
率与最优收敛速率相差无几．此外，从实验数据不难看
出，瞬时解的稀疏度明显高于平均解，特别是当处理稀

疏性本身就很差的数据库时（如ａ９ａ、ｃｏｖｔｙｐｅ），瞬时解的
稀疏度是平均解的３～４倍．

２ 随机优化和ＣＯＭＩＤ算法

为方便理解，对文中所用数学符号作简要说明．假
设训练数据库独立同分布，样本表示为：（ｘｔ，ｙｔ）∈Ｒｎ×
｛－１，＋１｝，ｔ＝１，…，ｍ，其中 ｍ表示样本个数，ｎ表示
样本维数，记ξ＝（ｘ，ｙ）表示随机抽取的样本．ｒ（ｗ）表
示正则化项，ｌ（ｗ，ξ）表示损失函数，ｗ∈Ω，其中Ω为
Ｒｎ上的闭凸集合，〈ａ，ｂ〉表示向量 ａ和 ｂ的内积，

‖·‖１表示 Ｌ１范数‖·‖２和‖·‖均表示 Ｌ２范数．
２１ 随机优化

随机优化问题可表示为如下形式：

ｍｉｎ
ｗ∈Ω
Φ（ｗ），其中Φ（ｗ）＝Εξ［ｒ（ｗ）＋ｌ（ｗ，ξ）］

其中ξ表示随机抽取的样本，为方便说明记Φ（ｗ，ξ）＝
ｒ（ｗ）＋ｌ（ｗ，ξ），随机算法每步迭代仅优化随机抽取的
一个样本，其主要的性能评价指标为收敛速率，是指在

数学期望下随机算法输出解对应的目标函数值收敛于

最优目标函数值的速率［２２］，若用 ｗｏ表示算法的输出
解，则随机算法收敛速率的数学表达式为 Ｅ［Φ（ｗｏ）］－

Φ（ｗ），其中 ｗ＝ａｒｇｍｉｎ
ｗ∈Ω
Φ（ｗ）．

对于随机算法，由于其目标函数是期望形式，因此

无法直接优化求解；另一方面由于样本独立同分布，关

于单个样本的目标函数Φ（ｗｔ，ξ）的次梯度 ｇｔ是整个目
标函数Φ（ｗｔ）次梯度的无偏估计［１１，１９～２４］，即有 Ｅ［ｇｔ］

∈Φ（ｗｔ），因此随机算法在形式上表现为每次仅对随
机抽取的单个样本进行优化．

当一个随机算法执行 Ｔ次迭代后，标准平均 ｗｏ＝
（ｗ１＋…＋ｗＴ）／Ｔ是最常用的输出方式，除此之外还有
瞬时［２０］、ｓｕｆｆｉｘ平均［２３］、加权平均［２４］和多项式衰减平
均［２０］等输出方式．就 ＳＧＤ求解强凸优化问题而言，标准
平均和瞬时输出的收敛速率为 Ｏ（ｌｏｇＴ／Ｔ），其余几种
平均方式均能够得到 Ｏ（１／Ｔ）的收敛速率．
２２ ＣＯＭＩＤ算法

ＣＯＭＩＤ算法是 Ｄｕｃｈｉ等人对经典 ＭＤ方法的突破
性改进．如果样本维数足够大，ＭＤ方法被认为是最优
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的一阶方法［１７］，其单个样本的主要迭代步骤如下：

ｗｔ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
ｗ∈Ω

｛ηｔ〈ｇｔ，ｗ－ｗｔ〉＋Ｂφ（ｗ，ｗｔ）｝

上式中函数 Ｂ
φ
（ｗ，ｗｔ）表示φ函数的 ＢｒｅｇｍａｎＤｉｖｅｒ

ｇｅｎｃｅ［２５］，ｇｔ为目标函数ｒ（ｗｔ）＋ｌ（ｗｔ，ξｔ）在 ｗｔ处的次
梯度，ηｔ为步长．

由于 ＭＤ把正则化和损失函数作为统一的整体处
理，不能充分发挥正则化所起的结构作用，仍属于黑箱

方法．而 ＣＯＭＩＤ方法采取保持正则化不动，仅对损失函
数进行近似展开，此时子问题可以解析求解．其主要迭
代步骤为：

ｗｔ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
ｗ∈Ω

｛ηｔ〈ｇｔ，ｗ〉＋ηｔｒ（ｗ）＋Ｂφ（ｗ，ｗｔ）｝（１）

其中 ｇｔ仅为损失函数ｌ（ｗｔ，ξｔ）的梯度．算法 １给出了
ＣＯＭＩＤ算法的主要迭代过程．

算法１ ＣＯＭＩＤ算法

１：Ｉｎｐｕｔ：ｉｎｉｔｉａｌｉｚｅｗ１＝０．
２：Ｆｏｒｔ＝１ｔｏＴ
３： Ｃｏｍｐｕｔｅｇｔ∈ｌ（ｗｔ，ξｔ）．
４： Ｃｏｍｐｕｔｅｗｔ＋１ｖｉａ公式（１）．
５：Ｅｎｄｆｏｒ
６：Ｏｕｔｐｕｔ：ｗＴｏｒ珚ｗＴ＝（ｗ１＋…＋ｗＴ）／Ｔ．

本文主要考虑能够保证算法得到稀疏解的 Ｌ１正
则化及一般凸非光滑损失．正则化为一般凸函数时，取
ｒ（ｗ）＝λ‖ｗ‖１时，步长取ηｔ＝１／√ｔ．强凸情况下，
ｒ（ｗ）＝λ‖ｗ‖１＋σ／２‖ｗ‖２，此时 ｒ（ｗ）满足σ强凸，
步长取ηｔ＝１／σｔ．参数λ控制着输出解的稀疏性，而σ
取值的大小直接影响模型的分类精度．

３ 瞬时收敛速率分析

为方便证明，本文假设 ｗ１＝０，Ｅ［‖ｗｔ‖］≤Ｍ
，Ｅ［‖ｇｔ‖］≤Ｇ，不失一般性，Ｂｒｅｇｍａｎ函数取 Ｂ

φ
（ｗ，

ｗｔ）＝１／２‖ｗ－ｗｔ‖２，设 ｗ为优化问题的最优解，即
ｗ＝ａｒｇｍｉｎ

ｗ∈Ω
Φ（ｗ）．现给出常用引理１．

引理１ 设 ｗｔ为算法１第 ｔ步迭代的瞬时输出解，
若正则化 ｒ（ｗ）满足σ强凸，对任意 ｗ∈Ω，则有如下关
系式成立，

Φ（ｗｔ，ξ）－Φ（ｗ，ξ）≤ｒ（ｗｔ）－ｒ（ｗｔ＋１）＋
ηｔ
２‖ｇｔ‖

２

＋１２ηｔ
‖ｗｔ－ｗ‖２－（

１
２ηｔ
＋σ２）‖ｗｔ＋１－ｗ‖

２

引理１的证明同文献［１７］的引理 ６，在此不再叙
述．当正则化 ｒ（ｗ）仅为一般凸函数时，即为引理１中σ
＝０时的特殊情况．
ＣＯＭＩＤ求解强凸和一般凸优化问题时，其对应平

均输出解的收敛速率分别为 Ｏ（ｌｏｇＴ／Ｔ）和 Ｏ（１／√Ｔ），

这两项结论对证明ＣＯＭＩＤ算法的瞬时收敛速率起着至
关重要的作用，为此本文给出引理２和引理３．

引理２ 若正则化 ｒ（ｗ）满足σ强凸，且取步长ηｔ
＝１／σｔ，则 ＣＯＭＩＤ算法运行 Ｔ（Ｔ＞１）次迭代后，有如下
关系成立，

１
Ｔ∑

Ｔ

ｔ＝１
ＥΦ（ｗｔ[ ]）－Φ（ｗ）≤

１
２ＴσＭ

２＋Ｇ
２

σ
（ｌｏｇＴ＋１[ ]）

证明 由引理１，令 ｗ＝ｗ，并两边取期望得，

Ｅ［Φ（ｗｔ）－Φ（ｗ）］≤Ｅ［ｒ（ｗｔ）－ｒ（ｗｔ＋１）］＋
Ｇ２
２ηｔ

＋１２ηｔ
Ｅ［‖ｗｔ－ｗ‖２］－（

１
２ηｔ
＋σ２）Ｅ［‖ｗｔ＋１－ｗ

‖２］

上式对 ｔ＝１，…Ｔ求和得，

∑
Ｔ

ｔ＝１
Ｅ［Φ（ｗｔ）－Φ（ｗ）］≤ Ｅ［ｒ（ｗ１）－ ｒ（ｗＴ＋１）］＋

Ｇ２
２∑

Ｔ

ｔ＝１
ηｔ＋

１
２∑

Ｔ

ｔ＝１
Ｅ［‖ｗｔ＋１－ｗ‖２］（

１
ηｔ＋１

－１
ηｔ
－σ）＋

‖ｗ１－ｗ‖２

２η１
因为Ｅ［‖ｗｔ‖］≤Ｍ，所以有‖ｗ‖２≤Ｍ２，取步

长ηｔ＝１／σｔ，ｗ１＝０，代入整理得，

∑
Ｔ

ｔ＝１
Ｅ［Φ（ｗｔ）－Φ（ｗ）］≤σ

Ｍ２
２ ＋Ｇ

２

２σ
（ｌｏｇＴ＋１）

不等式两边同除 Ｔ整理得引理２．
引理３ 若正则化 ｒ（ｗ）为一般凸函数，且取步长

ηｔ＝１／槡ｔ，则 ＣＯＭＩＤ算法运行 Ｔ（Ｔ＞１）次迭代后，有如
下关系成立，

１
Ｔ∑

Ｔ

ｔ＝１
Ｅ［Φ（ｗｔ）］－Φ（ｗ）≤槡

Ｔ
Ｔ（２Ｍ

２＋Ｇ２）

证明 引理３的证明与引理２类似，令引理１中σ
＝０，ｗ＝ｗ，两边取期望并对 ｔ＝１，…Ｔ求和得，

∑
Ｔ

ｔ＝１
Ｅ［Φ（ｗｔ）－Φ（ｗ）］≤ Ｅ［ｒ（ｗ１）－ ｒ（ｗＴ＋１）］＋

Ｇ２
２∑

Ｔ

ｔ＝１
ηｔ ＋

１
２∑

Ｔ

ｔ＝２
Ｅ［‖ｗｔ－ｗ‖２］（

１
ηｔ

－ １
ηｔ－１
） ＋

‖ｗ１－ｗ‖２

２η１
因为 Ｅ［‖ｗｔ‖］≤Ｍ，所以 Ｅ［‖ｗ－ｗ‖２］≤

４Ｍ２，又ηｔ＝１／槡ｔ，ｗ１＝０，所以有，

∑
Ｔ

ｔ＝１
Ｅ［Φ（ｗｔ）－Φ（ｗ）］≤（２Ｍ２＋Ｇ２）槡Ｔ

不等式两边同除 Ｔ整理得引理３．
正则化方法与黑箱方法有着本质的区别，在使用

软阈值方法求解时会出现正则化的交错项，为此我们

给出引理４及引理５．
引理４ 设向量 ｗ∈Ｒｎ，其 Ｌ１范数为：‖ｗ‖１＝
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∑
ｎ

ｉ＝１
｜ｗｉ｜，Ｌ２范数为：‖ｗ‖２＝‖ｗ‖ ＝ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｗ２槡 ｉ，则

有如下不等式成立，

‖ｗ‖≤‖ｗ‖１≤槡ｎ‖ｗ‖，ｗ∈Ｒｎ

引理４给出一个向量的 Ｌ１、Ｌ２范数之间的关系，
其证明比较简单，文献［１２］中也有涉及，本文不再证明．
在接下来引理５的证明中会反复使用引理４的结论．

引理５ 当正则化 ｒ（ｗ）＝λ‖ｗ‖１＋σ／２‖ｗ‖２

时，采用软阈值方法求解子问题式（１），则正则化交错
项有如下关系式成立，

Ｅ［ｒ（ｗｔ）－ｒ（ｗｔ＋１）］≤Ａη
２
ｔ＋Ｂηｔ

其中 Ａ＝σ２ｍａｘ｛Ｇ
２＋２槡ｎλＧ＋ｎλ２，２槡ｎλσＭ＋ｎλ２＋

σ
２Ｍ２＋４槡ｎλＧ－Ｇ２｝，Ｂ＝２槡ｎλσＭ＋ｎλ２＋σ２Ｍ２＋

槡ｎλＧ＋σ
（Ｍ２＋Ｇ２）
２ ．

证明 当 ｒ（ｗ）＝λ‖ｗ‖１＋σ／２‖ｗ‖２时，式（１）
所要解决的优化问题为：

ｗｔ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
ｗ∈Ω

σηｔ＋１
２ ‖ｗ‖２＋〈ηｔｇｔ－ｗｔ，ｗ〉＋ληｔ‖ｗ‖{ }１

由于向量 ｗ的每一维不相关，因此可以将其转换
为如下单维优化问题，其中１≤ｊ≤ｎ．

ｗｔ＋１，ｊ＝ａｒｇｍｉｎ
ｗｊ

σηｔ＋１
２ ｗ２ｊ＋〈ηｔｇｔ，ｊ－ｗｔ，ｊ，ｗｊ〉＋ληｔ ｗ{ }ｊ

上式为“二次项＋一次项＋Ｌ１正则化项”，使用软阈值
方法［１６］求得解析解为：

若｜ｗｔ，ｊ－ηｔｇｔ，ｊ｜≤ληｔ，则：
ｗｔ＋１，ｊ＝０
若｜ｗｔ，ｊ－ηｔｇｔ，ｊ｜＞ληｔ，则：

ｗｔ＋１，ｊ＝
１

σηｔ＋１
［ｗｔ，ｊ－ηｔｇｔ，ｊ－ληｔｓｇｎ（ｗｔ，ｊ－ηｔｇｔ，ｊ）］

由此可分为如下２种情况讨论．
情况１ 当｜ｗｔ，ｊ－ηｔｇｔ，ｊ｜≤ληｔ即｜ｗｔ，ｊ｜－｜ηｔｇｔ，ｊ｜

≤ληｔ时，有 ｗｔ＋１，ｊ＝０，此时单维的正则化交错项为：

ｒ（ｗｔ）ｊ－ｒ（ｗｔ＋１）ｊ＝ｒ（ｗｔ）ｊ＝λ｜ｗｔ，ｊ｜＋
σ
２ｗ

２
ｔ，ｊ

≤ληｔ（｜ｇｔ，ｊ｜＋λ）＋
ση
２
ｔ
２（｜ｇｔ，ｊ｜＋λ）

２

＝ση
２
ｔ
２｜ｇｔ，ｊ｜

２＋ληｔ（１＋σηｔ）｜ｇｔ，ｊ｜＋ｎλ
２
ηｔ（１＋

σηｔ
２）

所以有，

ｒ（ｗｔ）－ｒ（ｗｔ＋１）＝∑
ｎ

ｊ＝１
［ｒ（ｗｔ）ｊ－ｒ（ｗｔ＋１）ｊ］

＝∑
ｎ

ｊ＝１

ση
２
ｔ
２｜ｇｔ，ｊ｜

２＋ληｔ（１＋σηｔ）｜ｇｔ，ｊ｜＋λ
２
ηｔ（１＋

σηｔ
２[ ]）

≤
ση
２
ｔ
２‖ｇｔ‖

２
２＋λ槡ｎηｔ（１＋σηｔ）‖ｇｔ‖２＋ｎλ

２
ηｔ（１＋

σηｔ
２）

对上式两边取期望得，

Ｅ［ｒ（ｗｔ）－ｒ（ｗｔ＋１）］

≤σ２（Ｇ
２＋２槡ｎλＧ＋ｎλ２）η

２
ｔ＋（槡ｎλＧ＋ｎλ２）ηｔ

令 Ａ１＝σ２（Ｇ
２＋２槡ｎλＧ＋ｎλ２），Ｂ１＝槡ｎλＧ＋ｎλ２．

则有：Ｅ［ｒ（ｗｔ）－ｒ（ｗｔ＋１）］≤Ａ１η
２
ｔ＋Ｂ１ηｔ．

情况 ２ 当｜ｗｔ，ｊ－ηｔｇｔ，ｊ｜＞ληｔ时，有 ｗｔ＋１，ｊ＝
１

σηｔ＋１
［ｗｔ，ｊ－ηｔｇｔ，ｊ－ληｔｓｇｎ（ｗｔ，ｊ－ηｔｇｔ，ｊ）］．为方便，使

用 ｓｇｎ作为ｓｇｎ（ｗｔ，ｊ－ηｔｇｔ，ｊ）的简写，此时有，

ｒ（ｗｔ）ｊ－ｒ（ｗｔ＋１）ｊ＝λ｜ｗｔ，ｊ｜－λ｜ｗｔ＋１，ｊ｜＋
σ
２ｗ

２
ｔ，ｊ－σ２ｗ

２
ｔ＋１，ｊ

≤λ｜ｗｔ，ｊ－
１

σηｔ＋１
（ｗｔ，ｊ－ηｔｇｔ，ｊ－ληｔｓｇｎ）｜

＋σ２
｜ｗｔ，ｊ｜２－

１
（σηｔ＋１）

２｜ｗｔ，ｊ－ηｔｇｔ，ｊ－ληｔｓｇｎ｜[ ]２

≤
ληｔ
σηｔ＋１

（σ｜ｗｔ，ｊ｜＋｜ｇｔ，ｊ｜＋λ）＋ σ
２（σηｔ＋１）

２

·（σηｔ＋１）
２｜ｗｔ，ｊ｜２－（｜ｗｔ，ｊ｜－ηｔ｜ｇｔ，ｊ＋λｓｇｎ｜）[ ]２

≤
ληｔ
σηｔ＋１

（σ｜ｗｔ，ｊ｜＋｜ｇｔ，ｊ｜＋λ）＋
σηｔ

２（σηｔ＋１）
２［σ（σηｔ＋２）

·｜ｗｔ，ｊ｜２＋２｜ｗｔ，ｊ｜｜ｇｔ，ｊ｜＋２λ｜ｗｔ，ｊ｜－ηｔ（｜ｇｔ，ｊ｜－λ）
２］

＝ληｔ
σηｔ＋１

（σ｜ｗｔ，ｊ｜＋｜ｇｔ，ｊ｜＋λ）＋
σηｔ

２（σηｔ＋１）
２［（σ

２
ηｔ＋２σ＋１）

·｜ｗｔ，ｊ｜２＋｜ｇｔ，ｊ｜２＋２λ｜ｗｔ，ｊ｜－ηｔ（｜ｇｔ，ｊ｜
２－２λ｜ｇｔ，ｊ｜＋λ２）］

＝ληｔ
σηｔ＋１

（σ｜ｗｔ，ｊ｜＋｜ｇｔ，ｊ｜＋λ）＋
σηｔ

２（σηｔ＋１）
２［（σ

２
ηｔ＋２σ＋１）

·｜ｗｔ，ｊ｜２＋２λ｜ｗｔ，ｊ｜＋（１－ηｔ）｜ｇｔ，ｊ｜
２＋２ληｔ｜ｇｔ，ｊ｜－λ

２
ηｔ］

所以有，

ｒ（ｗｔ）－ｒ（ｗｔ＋１）＝∑
ｎ

ｊ＝１
［ｒ（ｗｔ）ｊ－ｒ（ｗｔ＋１）ｊ］

＝ ληｔ
σηｔ＋１

（σ ‖ｗｔ‖１＋‖ｇｔ‖１＋ｎλ）＋
σηｔ

２（σηｔ＋１）
２

［（σ
２
ηｔ＋２σ＋１）‖ｗｔ‖

２＋２λ‖ｗｔ‖１＋（１－ηｔ）
·‖ｇｔ‖２＋２ληｔ‖ｇｔ‖１－ｎλ

２
ηｔ］

两边取期望并整理得，

Ｅ［ｒ（ｗｔ）－ｒ（ｗｔ＋１）］≤
ληｔ
σηｔ＋１

（槡ｎσＭ＋槡ｎＧ＋ｎλ）＋

σηｔ
２（σηｔ＋１）

２［（σ
２
ηｔ＋２σ＋１）Ｍ

２＋２槡ｎλＭ＋（１－ηｔ）Ｇ
２＋

２ηｔ槡ｎλＧ－ｎλ
２
ηｔ］

≤σ２（σ
２Ｍ２＋２槡ｎλσＭ＋４槡ｎλＧ＋ｎλ２－Ｇ２）η

２
ｔ

＋σ２Ｍ２＋２槡ｎλσＭ＋槡ｎλＧ＋ｎλ２＋σ
（Ｍ２＋Ｇ２）[ ]２ ηｔ

令 Ａ２＝σ２（σ
２Ｍ２＋２槡ｎλσＭ＋４槡ｎλＧ＋ｎλ２－Ｇ２）

Ｂ２＝σ２Ｍ２＋２槡ｎλσＭ＋槡ｎλＧ＋ｎλ２＋σ
（Ｍ２＋Ｇ２）
２
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则有Ｅ［ｒ（ｗｔ）－ｒ（ｗｔ＋１）］≤Ａ２η
２
ｔ＋Ｂ２ηｔ．

综合以上２种情况，令 Ａ＝ｍａｘ｛Ａ１，Ａ２｝，Ｂ＝Ｂ２，则
有，Ｅ［ｒ（ｗｔ）－ｒ（ｗｔ＋１）］≤Ａη

２
ｔ＋Ｂηｔ

故引理５证毕．
下面给出通过引理５得到的一个推论．
推论 当正则化 ｒ（ｗ）＝λ‖ｗ‖１时，即引理５中σ

＝０的特殊情况，此时正则化交错项满足关系式

Ｅ［ｒ（ｗｔ）－ｒ（ｗｔ＋１）］≤（ｎλ２＋槡ｎλＧ）ηｔ．
根据引理１、引理２及引理５，我们首先给出正则化

项 ｒ（ｗ）满足σ强凸时，ＣＯＭＩＤ的瞬时收敛速率．
定理１ 若 ｒ（ｗ）＝λ‖ｗ‖１＋σ／２‖ｗ‖２，且取步

长ηｔ＝１／σｔ，则 ＣＯＭＩＤ算法运行 Ｔ（Ｔ＞１）次迭代后，其
瞬时收敛速率满足如下关系，

Ｅ［Φ（ｗＴ）］－Φ（ｗ）≤
１
２σ２Ｔ

［（４Ａ＋４σＢ＋３σＧ２）ｌｏｇＴ

＋２（Ａ＋σＢ＋σＧ２）＋σ３Ｍ２］
其中参数 Ａ和Ｂ同引理５．

证明 根据引理１，并对两边同时取期望得，

Ｅ［Φ（ｗｔ）－Φ（ｗ）］≤Ｅ［ｒ（ｗｔ）－ｒ（ｗｔ＋１）］＋
Ｇ２
２ηｔ

＋１２ηｔ
Ｅ［‖ｗｔ－ｗ‖２］－（

１
２ηｔ
＋σ２）Ｅ［‖ｗｔ＋１－ｗ‖

２］

令 ｋ∈｛１，２，…，Ｔ－１｝，并对 ｔ＝Ｔ－ｋ，…，Ｔ求和得，

∑
Ｔ

ｔ＝Ｔ－ｋ
Ｅ［Φ（ｗｔ）－Φ（ｗ）］≤ ∑

Ｔ

ｔ＝Ｔ－ｋ
Ｅ［ｒ（ｗｔ）－ｒ（ｗｔ＋１）］

＋Ｇ
２

２∑
Ｔ

ｔ＝Ｔ－ｋ
ηｔ＋

１
２∑

Ｔ

ｔ＝Ｔ－ｋ
Ｅ［‖ｗｔ＋１－ｗ‖２］（

１
ηｔ＋１

－１
ηｔ
－σ）

＋‖
ｗＴ－ｋ－ｗ‖２

２ηＴ－ｋ
－‖
ｗＴ＋１－ｗ‖２

２ηＴ＋１
根据引理５知：Ｅ［ｒ（ｗｔ）－ｒ（ｗｔ＋１）］≤Ａη

２
ｔ＋Ｂηｔ，并

令ηｔ＝１／σｔ，ｗ＝ｗＴ－ｋ，代入并化简得，

∑
Ｔ

ｔ＝Ｔ－ｋ
－Ｅ［Φ（ｗｔ）］－（ｋ＋１）Ｅ［Φ（ｗＴ－ｋ）］

≤
Ａ
σ
２∑

Ｔ

ｔ＝Ｔ－ｋ

１
ｔ２
＋２Ｂ＋Ｇ

２

２σ ∑
Ｔ

ｔ＝Ｔ－ｋ

１
ｔ

两边同除以 ｋ＋１，并令 Ｓｋ＝
１
ｋ＋１∑

Ｔ

ｔ＝Ｔ－ｋ
Ｅ［Φ（ｗｔ）］，

所以有，

Ｅ［Ｓｋ）］－Ｅ［Φ（ｗＴ－ｋ）］

≤
Ａ
σ
２∑

Ｔ

ｔ＝Ｔ－ｋ

１
（ｋ＋１）ｔ２

＋２Ｂ＋Ｇ
２

２σ ∑
Ｔ

ｔ＝Ｔ－ｋ

１
（ｋ＋１）ｔ

又因为Ｅ［Φ（ｗＴ－ｋ）］＝（ｋ＋１）Ｅ［Ｓｋ］－ｋＥ［Ｓｋ－１］，
所以，

Ｅ［Ｓｋ－１］≤Ｅ［Ｓｋ］＋
Ａ
σ
２∑

Ｔ

ｔ＝Ｔ－ｋ

１
ｋ（ｋ＋１）ｔ２

＋２Ｂ＋Ｇ
２

２σ ∑
Ｔ

ｔ＝Ｔ－ｋ

１
ｋ（ｋ＋１）ｔ

重复使用该递推式，并对 ｋ＝１到 Ｔ－１求和得，

Ｅ［Ｓ０］≤Ｅ［ＳＴ－１］＋
Ａ
σ
２∑

Ｔ－１

ｋ＝１
∑
Ｔ

ｔ＝Ｔ－ｋ

１
ｋ（ｋ＋１）ｔ２

＋２Ｂ＋Ｇ
２

２σ ∑
Ｔ－１

ｋ＝１
∑
Ｔ

ｔ＝Ｔ－ｋ

１
ｋ（ｋ＋１）ｔ

因 为 ∑
Ｔ

ｔ＝Ｔ－ｋ

１
ｔ２≤

１
（Ｔ－ｋ）２

＋∫
Ｔ

Ｔ－ｋ

１
ｔ２
ｄｔ≤

１
Ｔ－ｋ＋

ｋ
Ｔ（Ｔ－ｋ），并且∑

Ｔ

ｔ＝Ｔ－ｋ

１
ｔ≤
ｋ＋１
Ｔ－ｋ，所以有，

∑
Ｔ－１

ｋ＝１
∑
Ｔ

ｔ＝Ｔ－ｋ

１
ｋ（ｋ＋１）ｔ≤∑

Ｔ－１

ｋ＝１

１
ｋ（Ｔ－ｋ）≤

２ｌｏｇＴ＋１
Ｔ

∑
Ｔ－１

ｋ＝１
∑
Ｔ

ｔ＝Ｔ－ｋ

１
ｋ（ｋ＋１）ｔ２

≤∑
Ｔ－１

ｋ＝１

１
ｋ（ｋ＋１）·

１
Ｔ－ｋ＋

１
Ｔ（ｋ＋１）（Ｔ－ｋ[ ]）

≤∑
Ｔ－１

ｋ＝１

１
ｋ（Ｔ－ｋ）≤

２ｌｏｇＴ＋１
Ｔ

根据 Ｓｋ定义知，Ｅ［Ｓ０］＝Ｅ［Φ（ｗＴ）］，由引理 ２知，

Ｅ［ＳＴ－１］≤Φ（ｗ）＋
１
２ＴσＭ

２＋Ｇ
２

σ
（ｌｏｇＴ＋１[ ]），代入并

整理得，

Ｅ［Φ（ｗＴ）］－Φ（ｗ）≤
１
２σ２Ｔ

［（４Ａ＋４σＢ＋３σＧ２）ｌｏｇＴ

＋２（Ａ＋σＢ＋σＧ２）＋σ３Ｍ２］
定理１证毕．
类似地，由引理１、引理 ３及推论很容易得到正则

化 ｒ（ｗ）为一般凸函数时 ＣＯＭＩＤ算法的瞬时收敛速率，
由此我们给出定理２．

定理２ 若 ｒ（ｗ）＝λ‖ｗ‖１，且取步长ηｔ＝１／槡ｔ，
则ＣＯＭＩＤ算法运行 Ｔ（Ｔ＞１）次迭代后，其瞬时收敛速
率满足如下关系，

Ｅ［Φ（ｗＴ）］－Φ（ｗ）≤
１
槡Ｔ
［２Ｍ２＋Ｇ２

＋（２ｎλ２＋２槡ｎλＧ＋Ｇ２＋２Ｍ２）（１＋ｌｏｇＴ）］
证明 与定理１证明类似，令引理１中σ＝０，两边

同时取期望并对 ｔ＝Ｔ－ｋ，…Ｔ求和得，

Ｅ［Φ（ｗｔ）－Φ（ｗ）］≤ ∑
Ｔ

ｔ＝Ｔ－ｋ
Ｅ［ｒ（ｗｔ）－ｒ（ｗｔ＋１）］

＋１２∑
Ｔ

ｔ＝Ｔ－ｋ
Ｅ［‖ｗｔ－ｗ‖２］（

１
ηｔ
－ １
ηｔ－１

）＋‖
ｗＴ－ｋ－ｗ‖２

２ηＴ－ｋ－１

－‖
ｗＴ＋１－ｗ‖２

２ηＴ
＋Ｇ

２

２∑
Ｔ

ｔ＝Ｔ－ｋ
ηｔ

由Ｅ［‖ｗｔ‖］≤Ｍ，易知 Ｅ［‖ｗｔ－ｗＴ－ｋ‖２］≤４Ｍ２，由

推论知Ｅ［ｒ（ｗｔ）－ｒ（ｗｔ＋１）］≤（ｎλ２＋槡ｎλＧ）ηｔ，并令ηｔ
＝１／槡ｔ，ｗ＝ｗＴ－ｋ代入得，

∑
Ｔ

ｔ＝Ｔ－ｋ
Ｅ［Φ（ｗｔ）－Φ（ｗＴ－ｋ）］
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≤２（ｎλ２＋槡ｎλＧ＋Ｇ２／２）（槡Ｔ－ Ｔ－槡 ｋ）

＋２Ｍ２（槡Ｔ－ Ｔ－ｋ槡 －１）

≤（２ｎλ２＋２槡ｎλＧ＋Ｇ２＋２Ｍ２）（槡Ｔ－ Ｔ－ｋ槡 －１）

＝（２ｎλ２＋２槡ｎλＧ＋Ｇ２＋２Ｍ２）
ｋ＋１

槡Ｔ＋ Ｔ－ｋ槡 －１

≤（２ｎλ２＋２槡ｎλＧ＋Ｇ２＋２Ｍ２）
ｋ＋１
槡Ｔ

同理，令 Ｓｋ＝
１
ｋ＋１∑

Ｔ

ｔ＝Ｔ－ｋ
Ｅ［Φ（ｗｔ）］，两边同除以 ｋ＋１，

Ｅ［Ｓｋ］－Φ（ｗＴ－ｋ）≤（２ｎλ２＋２槡ｎλＧ＋Ｇ２＋２Ｍ２）
１
槡Ｔ

因为Ｅ［Φ（ｗＴ－ｋ）］＝（ｋ＋１）Ｅ［Ｓｋ］－ｋＥ［Ｓｋ－１］，所以，

Ｅ［Ｓｋ－１］≤Ｅ［Ｓｋ］＋（２ｎλ２＋２槡ｎλＧ＋Ｇ２＋２Ｍ２）
１
槡Ｔ
·
１
ｋ

重复使用上式并从 ｋ＝１到 Ｔ－１求和得，

Ｅ［Ｓ０］≤Ｅ［ＳＴ－１］＋（２ｎλ２＋２槡ｎλＧ＋Ｇ２＋２Ｍ２）
１
槡Ｔ
·∑

Ｔ－１

ｋ＝１

１
ｋ

由 Ｓｋ定义知 Ｅ［Ｓ０］＝Ｅ［Φ（ｗＴ）］，且∑
Ｔ－１

ｋ＝１

１
ｋ≤１＋

ｌｏｇＴ，由引理３知 Ｅ［ＳＴ－１］≤Φ（ｗ）＋（２Ｍ２＋Ｇ２）槡
Ｔ
Ｔ．

所以，Ｅ［Φ（ｗＴ）］－Φ（ｗ）≤
１
槡Ｔ
［２Ｍ２＋Ｇ２＋（２ｎλ２＋

２槡ｎλＧ＋Ｇ２＋２Ｍ２）（１＋ｌｏｇＴ）］
定理２证毕．

从定理１和定理２不难看出，ＣＯＭＩＤ算法在求解强
凸和一般凸非光滑随机优化问题时，分别能够得到

Ｏ（ｌｏｇＴ／Ｔ）和 Ｏ（ｌｏｇＴ／√Ｔ）的瞬时收敛速率．

４ 数值实验

本节的主要目的是在大规模数据库上通过实验对

ＣＯＭＩＤ算法瞬时输出解的实际效果进行验证．实验环
境为ＯｒａｃｌｅＳｕｎＦｉｒｅＸ４１７０Ｍ２服务器，配置为，ＯｒａｃｌｅＳｏ
ｌａｒｉｓ操作系统，２４０ＧＨｚＩｎｔｅｌ（Ｒ）Ｘｅｏｎ（Ｒ）ＣＰＵ，１２ＧＢ内
存，实验平台为ＬＩＢＬＩＮＥＡＲ［２６］．
４１ 实验数据库及算法描述

本文实验所采用的４个大规模数据库分别为 ａ９ａ、

ＣＣＡＴ、ａｓｔｒｏｐｈｙｓｉｃ和ｃｏｖｔｙｐｅ．表１为３个数据库的详细描述．
表１ 实验数据库描述

数据库 训练样本数 测试样本数 维数

ａ９ａ ２４，７０３ ７，８５８ １２３

ＣＣＡＴ ２３，１４９ ７８１，２６５ ４７，２３６

ａｓｔｒｏｐｈｙｓｉｃ ２９，８８２ ３２，４８７ ９９，７５７

ｃｏｖｔｙｐｅ ５２２，９１１ ５８，１０１ ５４

实验比较３种不同类型的算法，即 ＣＯＭＩＤ、ＳＧＤ和
ＲＤＡ．实验中算法后缀“ｉｉ”为 ｉｎｄｉｖｉｄｕａｌｉｔｅｒａｔｅｓ的首字母
缩写，表示算法取瞬时输出；同理，“ａｖｅ”表示平均输出
（ａｖｅｒａｇｅ），计算方式为 ｗ＝（ｗ１＋ｗ２＋… ＋ｗＴ）／Ｔ；
“ｗｅｉ”表示加权平均输出［２４］．算法前的 Ｌ１和 Ｌ２表示算
法所使用的正则化，其中 Ｌ１Ｌ２ＣＯＭＩＤｉｉ表示使用 Ｌ１＋
Ｌ２混合正则化．试验中所有算法的损失函数均采用非
光滑 Ｈｉｎｇｅ损失，即 ｌ（ｗ，ξ）＝ｍａｘ｛０，１－ｙｗ

Ｔｘ｝．
４２ 实验方法及结论

实验过程中，我们对每个数据库中样本采取随机

抽取的方式，算法进行１００００步迭代后终止．为公平起
见，算法中的参数均在 １０－６～１０２范围内采用网格搜索
方式取最优参数，并且算法在每个数据库上运行１０次，
每一步迭代的结果均取１０次结果的平均值和方差．其
中，表２和表３为算法第１００００步迭代后的测试错误率
和稀疏度的平均值和方差，图１和图２表示算法迭代过
程中的稀疏度变化图和目标函数收敛速率图，图中为

每１００步迭代取一个记录点，每个记录点的结果为 １０
次结果的平均值．限于篇幅，对于比较图我们仅给出
ａ９ａ、ＣＣＡＴ和 ａｓｔｒｏｐｈｙｓｉｃ这３个数据库的实验结果．

表２给出每个算法在４个数据库上的测试错误率
和方差．测试错误率越小，表示算法在测试库上取得的
正确率越高．从表中可以看出，Ｌ１Ｌ２ＣＯＭＩＤｉｉ算法比其
他几种算法的正确率要低一些，但总的看来，这几种算

法所取得的正确率基本相同，没有明显差距．此外，从
各算法的方差容易看出，算法取瞬时解没有取平均解

的稳定性好，这一现象在 ａ９ａ和 ｃｏｖｔｙｐｅ数据库上表现
较为明显．

表２ 测试错误率和方差

算法 ａ９ａ ＣＣＡＴ ａｓｔｒｏｐｈｙｓｉｃ ｃｏｖｔｙｐｅ

Ｌ１Ｌ２ＣＯＭＩＤｉｉ ０．１６７１±０．００９６ ０．０９１８±０．００１２ ０．０４５２±０．００１７ ０．２４３６±０．００６５

Ｌ１ＣＯＭＩＤｉｉ ０．１５３５±０．００１９ ０．０８９０±０．０００９ ０．０４６５±０．００１０ ０．２３４５±０．００３１

Ｌ１ＣＯＭＩＤａｖｅ ０．１５３４±０．００１２ ０．０９９２±０．００１３ ０．０５１６±０．００１９ ０．２３５４±０．００２３

Ｌ２ＳＧＤｉｉ ０．１５６９±０．００３４ ０．０８６６±０．００２０ ０．０４０２±０．０００８ ０．２３９１±０．００４４

Ｌ２ＳＧＤｗｅｉ ０．１５３４±０．００１３ ０．０８６５±０．００１０ ０．０４０５±０．０００６ ０．２３５７±０．００１４

Ｌ１ＲＤＡａｖｅ ０．１５１３±０．００１０ ０．０７８６±０．０００７ ０．０４０７±０．０００５ ０．２３２９±０．００１７
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表３ 稀疏度和方差

算法 ａ９ａ ＣＣＡＴ ａｓｔｒｏｐｈｙｓｉｃ ｃｏｖｔｙｐｅ

Ｌ１Ｌ２ＣＯＭＩＤｉｉ ０．２５５３±０．０２９０ ０．７１２６±０．００５２ ０．８７３７±０．００２０ ０．４３８９±０．０２９０

Ｌ１ＣＯＭＩＤｉｉ ０．２３５８±０．０２８７ ０．８３６４±０．００４６ ０．９３２４±０．００１９ ０．４５３７±０．０３０６

Ｌ１ＣＯＭＩＤａｖｅ ０．０６９９±０．０１７２ ０．６４２２±０．００７３ ０．８５７８±０．００２６ ０．１０１９±０．０２００

Ｌ２ＳＧＤｉｉ ０．０６５９±０．０１４６ ０．４７２４±０．００３２ ０．８３６８±０．００２５ ０．１０３７±０．０１９９

Ｌ２ＳＧＤｗｅｉ ０．０６２６±０．０１４４ ０．４７１３±０．００３０ ０．８３４０±０．００３０ ０．０７７８±０．０２１０

Ｌ１ＲＤＡａｖｅ ０．０８２９±０．０２３６ ０．６３１９±０．００３６ ０．８２６９±０．００３３ ０．３６３０±０．０３２９

表３为算法在各数据库上的稀疏度和方差．稀疏度
指算法输出解向量中零维所占的比例，稀疏度越高表

示算法稀疏性越好．从比较结果可以看出，算法
Ｌ１Ｌ２ＣＯＭＩＤｉｉ和Ｌ１ＣＯＭＩＤｉｉ的稀疏性明显好于其他几
种算法，Ｌ２ＳＧＤｉｉ算法虽然也取瞬时解，但由于其使用
Ｌ２正则化且是黑箱方法，故稀疏性较差．从 Ｌ１ＣＯＭＩＤｉｉ
和Ｌ１ＣＯＭＩＤａｖｅ算法在 ａ９ａ和 ｃｏｖｔｙｐｅ数据库上的实验
数据可以看出，瞬时解的稀疏度甚至是平均解的３～４
倍．比较 Ｌ１ＣＯＭＩＤｉｉ和 Ｌ１Ｌ２ＣＯＭＩＤｉｉ算法可以发现，前

者的稀疏性较好，主要是因为后者使用的 Ｌ１＋Ｌ２混合
正则化使解的非零维增加，从而影响了解的稀疏性．

为更好的说明算法在迭代过程中的稀疏性变化，

我们给出各算法的稀疏度比较图，如图１所示．横纵坐
标分别为迭代次数和稀疏度，从图中不难发现，在经过

较少的迭代次数后，Ｌ１Ｌ２ＣＯＭＩＤｉｉ和Ｌ１ＣＯＭＩＤｉｉ算法的
稀疏性一直优于其他算法．

图２为比较算法的收敛速率比较图．图中横纵坐标
轴均为对数坐标轴，横坐标表示迭代次数，纵坐标表示
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相对目标函数（ＲｅｌａｔｉｖｅＦｕｎｃｔｉｏｎＶａｌｕｅＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅ），即当
前目标函数值与最优目标函数值之差，其数学表达式

为Φ（ｗ）－Φ（ｗ），具体计算时最优目标函数值取所
有迭代中最小的目标函数值．

对于对数坐标轴来说，目标函数下降曲线的斜率

对应着收敛速率的阶．我们已经知道算法 Ｌ１ＣＯＭＩＤａｖｅ
和Ｌ１ＲＤＡａｖｅ的收敛速率为 Ｏ（１／√Ｔ），而 Ｌ２ＳＧＤｉｉ算
法为 Ｏ（ｌｏｇＴ／Ｔ），Ｌ２ＳＧＤｗｅｉ算法为 Ｏ（１／Ｔ），从图２可
以看出，Ｌ１Ｌ２ＣＯＭＩＤｉｉ、Ｌ２ＳＧＤｉｉ和 Ｌ２ＳＧＤｗｅｉ这 ３种算
法的目标函数下降曲线的斜率基本一致，说明

Ｌ１Ｌ２ＣＯＭＩＤｉｉ虽然仅得到 Ｏ（ｌｏｇＴ／Ｔ）的收敛速率，但考
虑系数的情况下，其收敛速率非常接近 Ｏ（１／Ｔ）．同理，
Ｌ１ＣＯＭＩＤｉｉ算法虽具有 Ｏ（ｌｏｇＴ／√Ｔ）的收敛速率，但与
Ｏ（１／√Ｔ）相差不大．

５ 总结与展望

本文针对 ＣＯＭＩＤ算法求解 Ｌ１正则化非光滑损失
的随机优化问题，指出当正则化为一般凸时能够得到

Ｏ（ｌｏｇＴ／√Ｔ）的瞬时收敛速率，当正则化满足强凸性质
时能够得到 Ｏ（ｌｏｇＴ／Ｔ）的瞬时收敛速率，最后通过实
验对算法的性能作了验证．

对于一般凸和强凸情况下ＣＯＭＩＤ算法的瞬时收敛
速率与平均解的最优收敛速率还存在一定差距，能否

在理论上把瞬时收敛速率提升至最优是我们下步主要

研究的问题．
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